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Abstract: In this paper, we compare the BEGS and the conjugate gradient (CG) methods for solv-
ing unconstrained problems with a trust-region algorithm. The main result is a new relationship
between CG and the Broyden class, the class of quasi-Newton methods that generalize the BFGS
method. This new result allows to rediscover former results established by Broyden in 1970 [1]. In
addition, we study the use of the limited-memory BFGS (L-BFGS) method in a trust-region algorithm
by providing the same properties in comparison with CG. We present numerical results that show a
difference of performance between these methods on ill-conditioned and large-scale problems. Some
strategies are presented to improve performance by using various amounts of memory and a scaling
factor in the L-BFGS method.

Keywords: Broyden class, BEFGS method, conjugate gradient method, L-BFGS method, trust-region
algorithm, ill-conditioned problems, large-scale optimization

Abstract: Dans ce papier, nous comparons la méthode BFGS & la méthode du gradient conjugué (CG)
pour résoudre un probléeme d’optimisation sans contrainte avec un algorithme de régions de confiance.
Le résultat clé est une nouvelle relation entre CG et la classe de Broyden, la classe de méthodes
quasi-Newton qui généralise la méthode BFGS. Ce nouveau résultat permet de retrouver ceux établis
par Broyden en 1970 [1]. Nous étudions ensuite 'utilisation de la méthode BFGS & mémoire limitée
(L-BFGS) dans un algorithme de régions de confiance en donnant les mémes relations qu’entre BFGS
et CG. Nous présentons des résultats numériques pour mettre en lumiere une différence de performance
entre chacune de ces méthodes sur des problemes mal conditionnés et en grande dimension. Certaines
stratégies sont finalement présentées afin d’améliorer la performance de L-BFGS gréace a l'utilisation
d’une mémoire variable et d’un facteur de mise a ’échelle.

Mots clés: Classe de Broyden, méthode BFGS, méthode du gradient conjugué, méthode L-BFGS,
algorithme de régions de confiance, problémes mal conditionné, optimisation en grande dimension

Acknowledgments: Nous tenons tout particulierement & remercier Jean-Charles Gilbert (Université
de Paris-Saclay) qui nous a fourni une preuve de la relation entre la méthode BFGS et la méthode du
gradient conjugué [3]. Nous avons pu généraliser cette relation aux méthodes de la classe de Broyden,
ce qui a joué un role déterminant dans le reste de nos travaux.
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Notations et rappels

Soient x,y deux vecteurs colonnes de R™, 2* désigne le vecteur transposé de x et a’y ainsi que
|z|| = Vatx désignent respectivement le produit scalaire usuel de z avec y et la norme euclidi-
enne x.

I désigne la matrice identité telle que pour tout vecteur z de R”, Iz = x.

Soit une matrice A, A désigne la transposée de A. Si elle existe, A~! désigne son inverse telle
que AA™ ' =A"TA=1T.

On dit que la matrice A est symétrique si A = A? et qu’elle est symétrique définie positive si en
plus de cela ' Az > 0,Vz # 0. On notera alors A > 0. S'il existe x # 0 tel que ztAx = 0 et que
2t Az > 0,Vz, on dira que A est symétrique semi-définie positive et on notera alors A > 0.

Si A > 0, il existe une unique matrice B > 0 telle que BB = A. On notera alors B = A'/2,

Si A > 0 on peut alors définir un produit scalaire et une norme induits par A tels que, pour tous
2,y ERY, < z,y >a= ' Ay et ||z]|a = VatAz. Par ailleurs, A~! est symétrique définie positive
également et 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

|2yl < llzllallylla-r = lyllallzlla-s

Soit un ensemble de vecteurs de R™ {z1, 3, ..., 2 }. On notera le sous-espace vectoriel engendré
par ces vecteurs

k
Vect{x1,x9, ..., 21} := {Z wixi | p €R, i= 1,...,]@} )

i=1

Soit E = {1, 23, ..., ¥ } une famille de vecteurs libres. On dira que F est une famille orthogonale
sialz; =0, i # j. Soit A > 0, on dira que E est une famille conjuguée par rapport au produit
scalaire induit par A si zfAzx; =0, i # j. On pourra dire plus simplement que E est une famille
conjuguée.

Si A est une matrice symétrique, alors elle posseéde n vecteurs propres orthogonaux deux a deux.
On notera par {\; }1<i<n les valeurs propres de A tels qu’il existe une suite de vecteurs propres
{vi h1<i<n vérifiant

Av; = N, 1=1,...,n.

De plus, A =0 <= \; > 0, pour tout 1 <i <mn.

Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable en z € R™,

Vi(z) = (3§f)) o V2f(z) i= (;fggj) :
4 1<i<n 2 1<4,5<n

désignent respectivement le gradient et le hessien de f en z. Par ailleurs V2 f est symétrique si

fec

Soit {xk}r>0 une suite de vecteurs de R™. Soit f : R® — R une fonction différentiable. On
notera

o =f(zx) et gr=Vf(ze)

Si f est une fonction quadratique on désignera par A sa matrice hessienne V2f.
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Introduction
L’optimisation non-linéaire sans contrainte a pour but de résoudre le probleme

min{f(z) | = € R"}, (P)
ot la fonction f : R™ — R est supposée étre minorée et admettre une solution au probleme (P).

Il existe différentes approches numériques pour résoudre ce probleme. Généralement, cette résolu-
tion ne distingue pas le minimum des autres points critiques et la solution calculée dépend notamment
des parametres de 'algorithme.

Il est bien connu qu’'une quadratique strictement convexe, c’est a dire une fonction de la forme

q(z) = 32" Az + b'z + ¢, (1)
avec A une matrice symétrique définie positive, b € R™ et ¢ € R, posséde un unique minimum. Il s’agit
d’un cas simple bien utile en pratique pour tester la validité des algorithmes. En outre, de nombreux
algorithmes, tels que la méthode du gradient conjugué, possedent des propriétés intéressantes sur ces
fonctions [5, 6, 9].

En supposant que f € C2, nous pouvons écrire le développement de Taylor d’ordre 2 de f
fle+p) = fla) + V@) 'p+ 3V f(x)p+ O(pl), (2)

qui est un modele quadratique si nous négligeons la partie en O(||p[|*). En utilisant ce résultat,
I’algorithme de régions de confiance génere un modele quadratique

0:(p) = f(x) + Vf(2)'p+ 30"V f(2)p, (3)

a partir de la fonction f. On se donne ensuite un domaine 2 appelé la région de confiance a l'intérieur
duquel on considére que cette approximation de f est bonne et nous minimisons un sous-probléme
quadratique avec les algorithmes qui possedent les propriétés voulues.

L’objectif de cette étude est de comparer des méthodes quasi-Newton avec la méthode du gradient
conjugué sur des quadratiques. Appliqué & une quadratique, 1’algorithme du gradient conjugué con-
verge en au plus n itérations, olt n est la dimension du probléme [1]. La méthode BFGS, du nom de ses
inventeurs Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno, est reconnue en pratique pour étre tres stable mais
relativement cotiteuse en calculs. Nous comparerons d’abord les deux méthodes sur des problemes con-
vexes sans contrainte. Le résultat le plus important de ce rapport sera de montrer qu’avec I'utilisation
d’une recherche linéaire exacte, les deux algorithmes produisent les mémes itérés a chaque itération.
Nous verrons cependant qu’en grande dimension et avec des matrices A mal conditionnées, BFGS, qui
effectue des calculs plus coliteux, continue a converger en au plus n itérations alors que le gradient
conjugué souffre de problémes numériques. Ce point est la principale motivation de nos recherches.

Lorsque V2f(z) n’est pas définie positive, le modele quadratique généré n’est plus convexe et il
faudra alors étudier ce qu’il advient des solutions données par BFGS et par le gradient conjugué. Il
sera intéressant de distinguer deux approches. Pour certains probléemes indéfinis, les deux méthodes
permettent de calculer le zéro du gradient (un point selle et non plus un minimum) et donc de résoudre
le systéme linéaire Az = —b, qui correspond & V¢(p) = 0. Enfin, si nous cherchons & minimiser la
quadratique avec une contrainte de région de confiance, le probléeme de minimisation reste borné et la
solution se trouve a la frontiere de la région €.

La derniere partie de notre étude consistera a comparer le gradient conjugué ainsi que la méthode
BFGS a la méthode L-BFGS qui est la version a mémoire limitée de BFGS. Celle-ci permet d’avoir des
résultats intermédiaires a ceux des deux précédentes méthodes et donc de trouver un bon compromis
en termes de performance de calculs et d’espace mémoire.
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1 Etude de la méthode BFGS sur une quadratique strictement
convexe

1.1 Construction de la méthode BFGS

Pour résoudre (P), la méthode de Newton donne une direction de descente dy telle que dy min-
imise (3) :
V2 f(xr)dy = =V f (k). (4)

Lorsque f est une quadratique, la méthode de Newton trouve donc le point critique en une itération. Il
s’agit donc d’une méthode trés appréciée en optimisation qui continue a étre efficace sur d’autres types
de fonctions. L’inconvénient de la méthode de Newton est le calcul de V2 f () qui devient tres cotiteux
en grande dimension. Par ailleurs, la hessienne de f n’est souvent pas connue analytiquement ou du
moins n’est pas implémentée numériquement. Les méthodes quasi-Newton visent & remplacer V2 f par
une approximation By de sorte a calculer une direction de descente qui vérifie

Bydy = —gy. (5)
C’est parfois méme l'inverse Hy = B, L qui est directement recherchée de sorte & calculer
dk = —Hkgk. (6)

Notons également que ces deux matrices ne sont pas recalculée entierement a chaque itération car nous
construisons By et Hpy1 a partir d’une mise a jour de By et de Hy.

Nous effectuons ensuite une recherche linéaire de sorte a résoudre de facon approchée le sous-
probleme
oy = min f(z + ady). (SP1)
a>0

Avec une quadratique strictement convexe dont la hessienne est la matrice A > 0, il est possible
d’exprimer explicitement la solution de ce sous-probleme et nous calculons ainsi la longueur de pas
correspondant a une recherche linéaire exacte

t
. 95k
dt Ady @

aE =

Itérativement nous nous rapprochons du minimum en mettant a jour le point courant

Sk = Oékdk, (S.a)

Tp4+1 = T + Sk,

et plusieurs résultats de convergence ont été obtenus pour de nombreuses variantes de telles mé-
thodes [1, 2].

Les méthodes de la sécante sont des méthodes quasi-Newton qui se ramenent a la méthode de la
sécante en dimension 1. On construit itérativement une matrice Hy11 symétrique respectant 1’équation
de la sécante

Hk+1yk; = Sk, (9)
ou yi est la différence de gradients
Yk = Gk+1 — Jk- (10)

a chaque itération, les directions précédemment explorées donnent a la nouvelle matrice un peu plus
d’information sur la fonction et nous espérons nous rapprocher de mieux en mieux de V2f(xy) et de
son inverse.
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Il existe en réalité une infinité de matrices symétriques satisfaisant (9). En imposant ’hérédité de
la définie positivité entre Hy et Hyyq lorsque shyy > 0 et en appliquant une approche variationnelle,
Broyden définit la mise a jour de BFGS [1]

HPESS = (I = prsiyi)Hi(I — peyest) + prsksh, (11)

avec
pe = 1/yisk. (12)

Il peut étre parfois utile de pouvoir calculer By. Si st Bjgsip # 0, Hgy1 est inversible et la formule
directe de By41 nous est donnée par la formule de Sherman-Morrison-Woodbury [2]

BBFGS _ g _ Brsesi Br

= + ¢ 13
k+1 s};Bksk PEYEY ( )

Si Hj est définie positive et pp > 0, alors Hy,1 est également définie positive (voir propriété 1 ci-
dessous). C’est pour cela que l'on choisit généralement un multiple positif de la matrice identité
pour Hy.

1.2 La classe de Broyden

La méthode BFGS fait partie d’une classe de méthodes quasi-Newton appelée la classe de Broyden.
Les itérés s, sont construits a partir de la mise a jour d’une matrice Hy qui approche la hessienne
d’itération en itération de maniere a respecter I’équation de la sécante. On peut définir ’ensemble de
ces méthodes a partir des méthodes BFGS et DFP, une autre méthode quasi-Newton. Cette derniere
se construit de maniére analogue & BFGS. En nous assurant que y! Hyyx # 0 et sty # 0, on obtient
les formules de Hy11 et Biy1 en interchangeant sy avec yi et Hy avec By dans (11) et (13)

BPEY = (I — prywsi) Be(I — prskyh) + Py (14.a)
H, tH
DFP _ EYeYr ik t
Hk+1 = Hk - 7yinyk +pk5k5k~ (14b)

Les matrices Hy formées a partir des méthodes de la classe de Broyden sont de la forme
Hipr = (1= o) HET + on HZECS, o €R, (15)

et respectent ’équation de la sécante (9). Nous pouvons également calculer la mise & jour inverse ([2],
lemme 4.2)

Biy1 = @ BRAT + (1 — 94) B, (16)
avec
1- L)’
(styk)” + bk | (v Hryr) (s, Brsk) — (s,k)
En utilisant les expressions de H ,?flas et de H ,?flp , nous pouvons enfin obtenir la relation équivalente
a (15)
t t
sks,  HyyrypHy " ¢
H..,.=H — H, 18
k+1 K+ Sy o oy + O (Y Hry) (Vkvy,), (18)
H
v = —k _ ZRYE (19)

stk a v Hiyr
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Propriété 1 ([2], lemme 4.2) Supposons que py # 0, et que H,?flGS et H,?JrFlP sotent inversibles. La

matrice Hy1 construite en (15) est singuliére si et seulement si ¢, = ¢, ou

c __ (ylirsk)Q
O = (yisk)? — (vi Hiyr) (st Brsk) (20)

Propriété 2 ([7], page 151) Pour des valeurs de ¢ > ¢, les matrices Hyy1 et By demeurent
définies positives pourvu que By, et Hy, soient définies positives et que shyy > 0. Cela n’est plus vrai si
ok < @f. La matrice Hi11 est toujours inversible mais peut étre indéfinie.

Corollaire 1 Considérons les méthodes de la classe de Broyden correspondant a des valeurs de ¢ > 0,
dont font partie DFP et BFGS. Si nous appliquons ces méthodes a une quadratique strictement convexe
en prenant Hy (et By) symétrique définie positive, alors les itérations suivantes donneront des Hy,
(et By) symétriques définies positives.

Démonstration. Avec une quadratique f(z) = Sa'Az + bz,
Yk = Gk+1 — gk = A(xg + k) + b — (Axy + b) = Asy. (21)

Comme f est strictement convexe
yi s, = s Asy, > 0. (22)

A présent, supposons par récurrence que Hy, et By, soient symétriques définies positives. Par application
de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on voit que ¢}, < 0 et les propriétés 1 et 2 sont toujours vraies pour
des valeurs de ¢ > 0. O

Remarque 1 Nous avons également étudié une troisiéme méthode, appelée SR1, qui appartient o la
classe de Broyden mais qui ne vérifie pas ¢ € [0,1]. En posant

¢
YiSk
=—2F - 23
o (sx — Hryr)tyn (23)
nous obtenons la mise a jour de Hy1 par la méthode SR1 qui nous est donnée par
— H, — H, t
Hipy = Hy+ (sk KUk (Sk kYk) _ (24)

(st — Hiyr)tyk

Si (sp — Hyyr)lyr = 0, Hyy1 nest pas définie. SR1 fait partie de ces méthodes qui ne préservent
pas forcément la définie positivité des mises & jour lorsque sty, > 0. Cet inconvénient dans le cadre
des quadratiques converes a été une piste d’exploration pour la généralisation de motre étude aux
quadratiques non-convexes.

1.3 Relations avec la méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué (CG) est une méthode itérative de recherche de minimum applicable
aux quadratiques strictement convexes. Pour ce faire, on construit une suite de vecteurs conjugués par
rapport au produit scalaire induit par la hessienne A a partir de la famille de gradients calculés au fil
des itérations. S’inspirant de la méthode d’orthogonalisation de Gram-Shmidt, on construit a chaque
itération une nouvelle direction conjuguée aux précédentes. On choisit une direction de la forme

dp = =gk + Brdk—1, (25)
et on détermine S, de sorte & obtenir la propriété de conjugaison df Ady_1 = 0,

g]tcAdk—l

B = At Adp_y
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L’algorithme 1 nous montre une des nombreuses fagons d’implémenter la méthode du gradient
conjugué.

Algorithm 1 Algorithme du gradient conjugué [7]
procedure CG(Vf, zg, € >0, N € N*)

k<0
Pr < 0
gk + Vf(zo)
di < —gk
while ||gx|| > e and £k < N do
by « diff(Vf, zo, dg) > Calcul de Ady, grace au gradient

ay + —ghdy/dLby
Pk < Pk + apdg
gk gk + agby
Br  gkbi/dk by,
di < —gr + Brdk
k< k+1

end while

return py

end procedure

Propriété 3 ([5], théoreme 5.1) Soit k tel que g, # 0. Les gradients calculés par Ualgorithme du
gradient conjugué sont orthogonauxr deux a deuz,

gigr =0, i<k (27)

Nous avons par ailleurs
dig, =0, i<k (28)

Démonstration. Par construction, les directions dg,dq,...,dr sont obtenues en orthogonalisant la
famille de vecteurs {—go,—¢g1,..., —gr} pour le produit scalaire associé & A. Donc le sous-espace
vectoriel engendré par les directions do,dy, ..., dj est Ey = Vect{go, g1, ...,g9x}. Comme x, réalise un
minimum de f sur z¢ + Ex—_1, gx est orthogonal & E;_; et on a donc (27). Par (25), d; € Ex_1, pour
i < k, et nous avons pour finir (28). O

Propriété 4 ([5], théoreme 4.2) Avec une recherche linéaire exacte, les directions engendrées par le
gradient conjugué sont conjuguées deuxr a deux. FEn outre, si nous effectuons une recherche linéaire
exacte sur une quadratique strictement convexe dans une base de directions conjuguées, alors nous
trouvons le minimum de cette fonction en au plus n itérations. C’est la propriété dite de terminaison
quadratique ou de terminaison finie.

Preuve de la conjugaison. La fonction f est une quadratique strictement convexe donc par (21) et (8),
nous avons Ad; = (gi+1 — gi)/;. 1l s’en suit d’apres (28) que d} Ad; = 0 pour k =0, ...,k — 2 et grace
a (26),

diAd; =0, i # j. (29)

O

Les méthodes de la classe de Broyden possedent quelques propriétés remarquables a mettre en lien
direct avec la méthode du gradient conjugué.

Théoreme 1 Considérons les méthodes de la classe de Broyden avec ¢y # ¢f de sorte & préserver
Uinversibilité des matrices Hy et Bi. Nous choisissons xo un vecteur quelconque et Hy la matrice
identité. Appliquons Ualgorithme quasi-Newton avec recherche linéaire exacte (7)—(8) sur une fonction
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quadratique f(x) = %xtAx + btz et supposons que les deux conditions suivantes sont vérifiées pour
tout k :

st Asy # 0, (30)
Y Hiyr # 0. (31)

Notons enfin dS¢ et dg les directions engendrées respectivement par la méthode du gradient conjugué
et par une méthode de la classe de Broyden de paramétre ¢i. Pour tout k, il existe ’y,f % 0 tel que
dﬁ = fy,‘fdkCG, Nous avons par ailleurs l'identité

_ V9L Gk + PGl i Grit e

d? o - ca. (32)
Vi 959k + Ir+19k+1

k+1 —

1l s’en suit que les itérés s générés par les méthodes de la classe de Broyden sont identiques da ceux
du gradient conjugué et ne dépendent donc pas de la valeur de ¢y.

Remarque 2 Le théoréme 1 s’applique & des quadratiques qui ne sont pas forcément convexes. Si les
conditions du théoréme sont réunies, alors les méthodes de la classe de Broyden peuvent trouver un
point critique, et plus généralement la solution du systeme linéaire Ax = —b correspondant a l’équation
Vf(x) =0. Tout comme le gradient conjugué, la solution est trouvée en au plus n itération, méme sur
une quadratique non-convezre. La longueur de pas optimale oy, associée a une recherche linéaire exacte
pour la recherche d’un point critique correspond a la solution du probleme

o f (@ + ady)|, = diVf(@re) =0, (33)

avec ay, et Ty qui sont toujours définis par (7) et (8). Dans le cas ot A n'est pas définie positive, la
longueur ay, peut alors étre négative. Enfin, si s, As, =0, oy, nest pas défini.

Avant de démontrer le théoreme 1, nous énongons quelques propriétés importantes qui en découlent.

Corollaire 2 Notons A la hessienne de [ et x* tel que Vf(x*) = 0. Si les conditions du théoréme 1
sont réunies, alors la méthode du gradient conjugué est bien définie et les méthodes de la classe de
Broyden héritent entre autre des propriétés suivantes [5, 6] :

(i) La propriété de conjugaison est vérifiée entre chacun des itérés
stAs; =0, i3] (34)

(ii) Les itérés convergent vers la solution en au plus n itérations. Plus précisément, il existe k < n
tel que xp = x*.

(iii) Si A posséde seulement r valeurs propres distinctes, alors les itérés convergent vers la solution
en au plus r itérations. Plus précisément, il existe k < r tel que x = x*.

(iv) Soient Ay < A2 < ... < A, les valeurs propres de A,

* )\n—k _Al *
Jow ="l < (253 ) oo =L (39)

(v) Le sous-espace vectoriel engendré par la suite des itérés correspond au sous-espace de Krylov

Ey = Vect{sg, $1, ..., sk} = Vect{go, g1, .-, g } (36)
= Vect{go, Ago, veey Akgo}.

En outre, nous avons les propriétés suivantes sur la matrice Hy qui découlent directement des points
précédents [1] :
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(vi) L’équation de la sécante est vérifiée entre Hy, et tous les itérés précédents, c’est-a-dire
Hk+1yj = Sy, ] :O,l,...,k. (37)

(vii) La matrice Hi41 A possede au moins k+1 valeurs propres unitaires associées aux vecteurs propres

{80,81,..,8k} N
H]C+1A5j = Sj, ] = 07 1, ,k (38)

(viii) Sin itérations sont réalisées, alors nous avons
H,=A"" (39)
Pour démontrer le théoreme 1, il est plus pratique d’utiliser le résultat suivant.

Proposition 1 Nous pouvons écrire les directions du gradient conjugué avec une nouvelle expression,

—4go; sik=0
i< = ¢ (40)
—gp+ I goG ik > 1.
9 _19k—-1

Démonstration. 1l suffit de remarquer que Asy_1 = gr — gr—1.- Nous pouvons ainsi utiliser les rela-
tions (27) et (28) dans la formule (26). O

Preuve du théoreme 1. On montre par récurrence que les vecteurs di générés par les méthodes de la
classe de Broyden sont colinéaires aux vecteurs d§“ et que

Higk = gk, ’i:O,...,k—l. (41)
dgc sont colinéaires, alors il s’en suit qu’avec une recherche linéaire exacte,

les deux méthodes trouvent le méme itéré s, = a{“d{" = afdf.

Si les deux vecteurs di et

Il est clair que pour k = 0, d5 = d§¢ = —go et donc s§¢ = s. Nous savons également que
Hypgr = g1. Supposons a présent que les hypotheses de récurrence soient vraies jusqu’a un indice k > 0
et montrons qu’elles sont toujours vérifiées a l'indice k+1 si gx+1 # 0. Sous I'hypothese de récurrence,
les itérés sq, so, ..., i des méthodes de la classe de Broyden sont identiques a ceux du gradient conjugué.

Dés lors stgri1 = 0 d’apreés (28) pour i = 0,1,...,k et par (19) et (41),

t t t
¢ Si yiHi Yigk+1
V; 9k+1 (Sfyl nylyl ) Gk+1 nylyZ ( )

Donc par (18) et (41),

Hiyiy! Higr41

Hi19k41 = Higkt1 — Sy, + ¢i(y; Hiyi)vivi g1 (43)
A 1ilYi
=gy~ TG e
yi Hyi o

D’apres (10) et (27), ytgr4+1 = 0 pour i = 0,1,....,k — 1. Donc H;gx+1 = gr+1 pour i = 0,1,.... k. Ce
qui démontre (41).

Toujours d’apres (27),
Yrgk+1 = Ghi19k+1- (44)

Par hypothese de récurrence, il existe un réel ’y,f # 0 tel que

df = 2dgc. (45)
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D’apres (28) et (40) nous avons les relations

Yhds € = (9bs1 — 9k) (—gr + Bedi <)) = ghor, (46)
Hiye = Hy (ge1 — ) = g1 +df) = grgr + 70 dSC. (47)

Et donc
ULHRYe = gk 101 + VL IkGn- (48)

En reprenant (43) avec i = k et grace a (19) et (44),

Hyyrypgr+1 " Sk Hiyx
Hipigkri =gki1 — — 57— — OkGp1 91 | — — 5 — 49
L i Y Hyy A ) (49)
t t CG
Jrr196-+1 Hry I 19k+1Hiyn . ds
= Gkt+1 — + Gk — OrG19k+1 | o
* Yi Hryr Y Hryx FAIIREL gL alC
b 1CG ca
Jr+1 + 7, d d
= get1 — Ghy19k+1 (1 — @) ( - k g t > — OkGh 1941 ( f
Jr119k+1 T Vi 919k 919k
i (1—or) ; P(1—¢r) ool
— 0 1 9r+19k+1 k plele 9k+19k+17g k i k9k+19k+1
=gri1 | 1— — dC .
911 + 1090k gh k1 + V9L gk 919k
9hi1 Gkt + L 9hk — G g1 (1 — k)
= Gk+1 t Dt
9r4+19k+1 + V5 959k
e Ghr19k+1 (gztcgm}f(l — Ok) + OrGh1 Grr1 + 'Y]fd)kgtkgk)
—dj
9tan (g;iﬂgkﬂ +7 g;igk)
VgL gk + PGl i1t Ihi1 9611 o0
= b 1 Z gk+1 — — 37— dk .
Vi 99k T Gr119k+1 Ik Ik
D’ot1, par (6) et (40),
ot t
fYk;gkgk + ¢kgk+]gk+l fole cG
dgﬂ = diyy = 71f+1dk+1- (50)

Vg + 9h 1 k1

Notons que grice aux hypotheses (30) et (31), d{'G et dy, | sont bien définies. Enfin ¢, # ¢f entraine
d’apres la propriété 1 que Hyy1gr+1 # 0 et les deux directions sont bien colinéaires. Avec une recherche
linéaire exacte nous avons donc siy1 = afﬂdiﬂ = akcfldkcfl sous la condition que 52+1A5k+1 £ 0,
d’apres (7) et (8.a). Ceci termine donc la preuve du théoréme 1. O

Preuve des assertions (37), (38) et (39) du corolaire 2. Les arguments de Broyden [1] sont les suiv-
ants. En utilisant le fait que siAs; = 0 pour j < k et que yx = Asy, on démontre par récurrence
que Hyy; = s; pour tout j = 0,...,k — 1. En effet, un rapide calcul nous montre que si Hpy; = s;
pour j =0,...,k — 1, alors Hy41y; = s; pour j =0,...,k — 1. Comme par construction Hjy 1y, = sk
et Hiyo = Sp, la récurrence est établie et nous avons donc (37). Pour obtenir (38), il suffit de rem-
placer y; par As; dans (37). Enfin, puisque les itérés du gradient conjugué sont indépendants, nous
pouvons écrire & la n-ieme itération que tout vecteur = est combinaison linéaire des {sj}x>0. Il s’en
suit d’apres (38) que H, Az = x pour tout z € R™, ce qui démontre (39). O

Théoreme 2 Si nous appliquons les méthodes de la classe de Broyden sur une quadratique strictement
conveze avec une recherche linéaire exacte et Hy = I, alors une condition suffisante pour que (31) soit
vérifiée est que ¢, > @f. Les itérés si générés sont alors les mémes que ceux du gradient conjugué et
Uidentité (32) est vérifiée. Nous avons en particulier la convergence de ces méthodes vers le minimum
de la quadratique en au plus n itérations.
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Démonstration. Sur une quadratique strictement convexe, sk Asy > 0 et donc (30) est vérifiée pour
tout k. D’apres (48), une condition suffisante pour que yj Hyyi # 0 est que ’y,‘f > 0. Par ailleurs di-&-l

=d§% = —go.

Supposons a présent par récurrence que 'y,f > 0 jusqu’a un rang k > 0 et montrons que 'y,f 1 >0a

et dkcfl sont, colinéaires a condition que ’y,f 41 7# 0. Premierement, ’yg) = 1, puisque d¢

condition que ¢ > ¢f. Etant donné que

6 v,fg,igk + OkGh 1 9k+1

’YkJrl - I (51)
Y Ghgr + Gy 191
et que par hypothese ’y;fg,tcgk + gZHng > 0, il s’en suit que fy,‘fﬂ > 0 si et seulement si
¢t
919k
PN — L (52)
gk+1gk+1
D’apres (20),
(isk)? = (i Hrye) (), Brse)
(yhdp)?
= ; .
(vd})? = (vf. Hiyn) (d} Br})
Par ailleurs, di = —Hygx et donc Bkdz = —gk. D’ou, par (45),
t
d Bidy = =79k = 7 ghg. (54)
Il s’en suit avec (46) et (48) que
2
: (véskan)
¢k = B D) B 5 (55)
(vk g};gk> - (n 99k + 92+1gk+1) Vi 959k
gk
gi+1gk+1

Donc ’y,fH > 0 si et seulement si ¢ > ¢f,. Nous obtenons alors par (48) que yj  Hpi1ypr1 > 0 et
nous venons de montrer par récurrence que (31) est vérifiée pour tout k. O

Corollaire 3 Sur une quadratique strictement convexe et avec Hy = I, les méthodes de la classe de
Broyden avec ¢, > 0 sont toujours bien définies. Soient d,’fFGS et d,?FP les directions engendrées
par les algorithmes de BFGS et de DFP. Soient vaGS et YD les coefficients tels que dkBFGS =
WEFGSdkCG et deFP = ’y]?FPdkCG. Nous avons,

dkB-flGS = dkcfl’ (56)
et donc ’y,?FGS =1 pour tout k. Nous avons également,

DFP .t
de+FlP = DFPA/k Ik Ik dkcfl' (57)
YEEP gt g + 9h 41 9k

Démonstration. Pour (56) et (57) il suffit de remplacer ¢y, respectivement par 1 et par 0 dans (32).
En reprenant ’argument du corollaire 1, si f est une quadratique strictement convexe et Hy est définie
positive alors ¢f, < 0 pour tout k. Il s’agit ensuite d'une simple application du théoréme 2 pour prouver
que toutes les méthodes de la classe de Broyden avec ¢y > 0 sont bien définies. O
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Proposition 2 Soit dfm la direction engendrée par l’algorithme de SR1 et soit ’y,fm le coefficient tel

que del = fy,ledgG. Sur une quadratique strictement convexe, si
(sk — Heyr)' yi #0, (58)
alors ¢ Y défini en (23) existe et
SR1 CG\ ,t
SR ('Yk Qg )gkgk ca
iy = k+1- (59)

k+1 —
T (R = alY) ghak + gty 1961

Démonstration. Nous pouvons obtenir (59) en remplacant ¢y par (23). Avec (46) et (48) nous avons

t
(st — Hieye) i = (0% =6 ™) 919k — Ghy1 9041 (60)
En utilisant (46) et (60) dans (23),
fm _ OégGgigk (61)
(VT = af®) ghgk + gk 19841
Il s’en suit que
SR1 ’Yllegigk + ¢£R191tg+1gk+1 lole!
dpih = SRI t ¢ dih (62)
ViU 9p9k 91 19k+1
_ kg (00 = af®) 99 + Ghaagint) — OO g1 9k11949k Joc
- k+1
(W gtgr + ghiagr1) (X = af'?) ghgr + b1 98+1)
_ (R ghgr + ghagrr1) (R — aFC) ghon e
- k+1
(W ggr + ghirg61) (R = af) ghgr + ghagiar)
_ ("™ = of®) gk cq
- ’
(v = af%) glgr + b i grer
O

Remarque 3 Nous pouvons exprimer les coefficients 'y,f en fonction des longueurs de pas optimales (7)
associées aux deux directions dﬁ et dkCG, respectivement aﬁ et akCG, En effet, puisque les itérés s, sont
identiques auxr deux méthodes, il s’en suit que s, = akCGdkCG = afdf. D’ou

«
7=t (63)

Notons enfin que 'yg’ = 1 pour toutes les méthodes de la classe de Broyden pourvu que Hy = I et donc
dg = dgG = —Yo-

Proposition 3 Soient deux méthodes de la classe de Broyden convexe de paramétres qbg) et qS,(f) tels
que 0 < ¢,(€1) < ¢§€2) < 1 pour tout k avec Hy = I. Soient 'y,(cl) et 'y,(f) définis par (63) pour les deux
méthodes. Alors

0<yV <y <1 (64)

Soient a,(cl) et a,(f) les longueurs de pas optimales associées auzr deuxr méthodes. Nous avons

a,(f) < 04;1) si sk Asy, > 0, (65.a)

a,(j) < a,(f) si sh Asy < 0. (65.b)
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Enfin, soient oszG la longueur de pas optimale associée a la méthode du gradient conjugué et ozi

la longueur de pas optimale associée a une méthode de la classe de Broyden convexre de paramétre
0 < ¢r <1 avec Hy = 1. Nous avons

0< akG < af si sk Asy, > 0, (66.a)
ozf <af% <0 sistAs, <0. (66.b)

Démonstration. D’apres la démonstration du théoréme 2, fy,‘fﬂ > 0si ¢p > ¢f et fy;f > 0. Or

d’apres (55), ¢f < 0 si y,f > 0. Donc *y,f > 0 pour tout k si ¢, > 0 et 785 > 0. D’apres (45), il vient
que af et oS sont alors du méme signe et par transitivité nous avons également que a(l) (2)

du méme signe.

Soient 'y,(flﬁl et '71(5121 obtenus en remplacant ¢y par qb,(cl) et qb,(f) dans (51). Montrons par récurrence

et o sont

que pour tout k, 7121) < 7,(62) si0< ¢,(€1) < ¢§€2) < 1. Tout d’abord nous avons 731) = ’yéz) = 1 puisque

dy = —gp est commun a toutes les méthodes de la classe de Broyden lorsque Hy = I. Supposons que
1) @) " E>0 , . . b4l N

Vi <7 Jusqu'a un rang k > 0 et montrons que c’est toujours vrai au rang k + 1. Nous avons

1
(1) %E 'gkor + ¢;(c )gi+1gk+1

Tht1 = M ¢ (67)
Yk gkgk + gk+1gk+1
gk+19k+1 (¢k - 1)
= 1
1 gk gk + g1 gk
gk+19k+1 ‘(bk - 1‘
71(c )gkgk + 9k+19k+1
La derniére égalité nous vient du fait que ¢,(cl) € [0,1]. Comme 0 < (b,(cl) < ¢,(62) < 1, nous avons
1 2
o =1 > ol -1 (68)
Et comme par hypothese de récurrence 0 < 'y,(cl) < ’y,(f), nous avons
1 2
W akon + ghiagenr <9 ghon + g agrn- (69)
Il s’en suit que
Ghi19k+1 W) - 1‘
1 2
W’lgﬁl <1l- ( Y ; = 'Vl(cJ21 (70)

gkgk + gk+1gk+1

Par ailleurs, il est clair que fy,f < 1 pour tout 0 < ¢, < 1. Par récurrence, nous venons de montrer (64).
Enfin, puisque

ca caG
1) _ 9 2 A
T =y o 7’(v) @ (71)
Qy, Qe
nous avons
joi] = [ (72)

Nous obtenons (65) en notant que a,(c ) et ay

que st Asy. En effet, d’apres (7) et (40),

(2)

sont du méme signe que agG qui est du méme signe

¢
lele} 99k
= . 73
T @ Ady, (73)
On obtient enfin (66) en notant d’apres (56) que a$'¢ = aPFES et en remplagant donc a( ) par a{¢

avec gi)gf) =1. O
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La figure 1 illustre les différences de pas calculés par chacune des méthodes sur une quadratique
non-convexe.

\%

BFGS (phi = 1)
Broyden (phi = 0.75)
\ ) Broyden(phi = 0.5)

20 / Broyden(phi = 0.25)

/ ——— DFP (phi=0)
/ SR1
+ cG

L
0 1 2 3 4 5

40 |

Figure 1: Evolution des longueurs de pas optimales o pour différentes méthodes de la classe de Broyden appliquées a
une quadratique non-convexe en dimension 6. Les longueurs calculées par les méthodes de la classe de Broyden convexe
sont ordonnées dans I'ordre décroissant par rapport au paramétre ¢ (en valeur absolue) tandis que celles générées par SR1
présentent un comportement erratique

1.4 Comportement des deux méthodes sur des probléemes mal conditionnés

En arithmétique exacte les méthodes de la classe de Broyden et le gradient conjugué génerent les
meémes itérés. Cependant, la méthode du gradient conjugué souffre de difficultés numériques sur des
problemes mal conditionnés. En arithmétique inexacte, 1’algorithme ne parvient plus a assurer la
conjuguaison entre les itérés. Ceci est lié aux calculs réalisés dans la méthode d’orthogonalisation de
Gram-Shmidt. C’est ce qu’on appelle la perte d’orthogonalité. Si le nouveau gradient giy; forme un
angle trop faible avec les précédentes directions dy, ..., dy, la partie orthogonale de gr1 par rapport
a Ej va étre treés petite. Nous formons ainsi une base de vecteurs avec des éléments de plus en plus
petits et nous perdons au fur et a mesure de 'information & cause de la précision numérique.

La méthode BFGS et les autres méthodes quasi-Newton étudiées sont bien plus robustes a la
perte d’orthogonalité. Nous conservons en effet de I'information sur ’ensemble des directions dj
précédemment calculées et nous orthogonalisons donc dy41 par rapport a chacune d’entre elles. Comme
ces méthodes génerent en théorie les mémes itérés que ceux du gradient conjugué, nous gardons la
bonne propriété de convergence en n itérations sur une quadratique strictement convexe. a l'inverse,
la méthode du gradient conjugué va perdre la propriété de conjugaison entre les itérés générés et nous
n’allons plus observer de terminaison quadratique.

Nous pouvons faire ces observations avec les figures 2 et 3. Nous comparons ici la méthode BFGS
et la méthode du gradient conjugué sur une quadratique strictement convexe en dimension 30 avec
une matrice A de conditionnement de I’ordre de 10°.

L’algorithme de BFGS semble donc plus efficace et plus robuste au mauvais conditionnement de
la matrice A. Cependant, le gros inconvénient de BFGS et des autres méthodes quasi-Newton est la
lourdeur des calculs et 'utilisation importante de la mémoire lorsque I'on est en grande dimension.
En effet, pour mettre a jour dy, il faut tout d’abord réaliser un produit matrice-vecteur alors que le
gradient conjugué effectue des additions entre deux vecteurs et des multiplications par des scalaires.
Il faut en outre sauvegarder une matrice n x n avec BFGS alors que nous mettons directement a jour
un vecteur de taille n avec le gradient conjugué. Nous devons donc considérer de maniere relative la
bonne performance de BFGS au regard de ’espace mémoire et du temps de calcul demandé. Doubler



14 G-2019-64 Les Cahiers du GERAD

le nombre d’itérations avec le gradient conjugué comparativement a BFGS ne veut absolument pas
dire que ’on double le temps de calcul.

Nous verrons plus loin que la méthode L-BFGS présente une alternative intéressante a ces deux
méthodes concernant ’espace mémoire occupé et le temps de calcul nécessaire. La méthode L-
BFGS vise en effet a reconstruire le produit Hygy de maniere itérative a partir d’un nombre restreint
d’informations sur les itérations précédentes.

-25 —

-50 ~

-100 -

0 10 20 30 40 50 60

Figure 2: Evolution de f(zk) en fonction des itérations sur une quadratique convexe en dimension 30. L’algorithme
BFGS parvient a retrouver le minimum de f en n itérations alors que le gradient conjugué peine a faire baisser la norme
du gradient lorsqu’il se rapproche du minimum. De plus, les itérés calculés semblent étre les mémes mais le gradient
conjugué montre des <décrochages>> a plusieurs endroits : il n"améliore pas la solution d’un itéré sur I’autre et prend
donc du retard sur la solution trouvée par BFGS

7 — IIpIIBFGS
lIpll CG

30 40 50

Figure 3: Evolution de la norme 2 de p; en fonction des itérations (dimension 30). Avec les deux méthodes, |ps||
augmente ce qui nous indique que nous pouvons les utiliser toutes les deux dans un algorithme de régions de confiance
(voir section 2.2)
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2 Utilisation de la méthode BFGS avec une contrainte de région
de confiance

2.1 L’algorithme de régions de confiance

Dans ce chapitre nous allons étudier 'application d’une recherche linéaire exacte avec BFGS et CG
conjointement a 'utilisation d’un algorithme de régions de confiance.

Supposons que la fonction a minimiser soit une fonction f qui n’est pas forcément quadratique ni
méme convexe mais qui admet au moins des minimums globaux et/ou locaux que nous allons chercher
a calculer. Supposons par ailleurs que f soit deux fois différentiable. L’algorithme de régions de
confiance génére a partir du gradient et de la hessienne de f un développement de Taylor d’ordre 2 au
point courant zy,

ak(p) = f(xr) + VI (zr)'p+ 5"V f (21)p. (74)

Nous appelons cette fonction de p le modele de f au point .

Nous nous donnons ensuite une boule de rayon A appelée la région de confiance a 'intérieur de
laquelle nous supposons que 'approximation de f par ¢ est suffisamment acceptable

QA):={peR" | |pl <A} (75)

Nous avons donc un modele quadratique & minimiser avec une contrainte dite de région de confi-
ance. Notons que cette quadratique n’est pas forcément convexe et qu’il faudra dans ce cas définir un
protocole pour gérer la courbure négative. Le sous-probleme

min{an(p) | p€QAA} (5P2)

admettra toujours un minimum puisque le domaine considéré est borné.

Il est possible avec le théoreme de Lagrange de trouver un minimum global de ce sous-probléeme mais
des algorithmes de régions de confiance efficaces ne recherchent en réalité qu’une bonne minimisation
de ¢ compte tenu de la contrainte de région de confiance.

Une des idées est d’effectuer une recherche linéaire dans le domaine ©Q(A) en partant de son centre.
Si le minimum sans contrainte se situe a l'intérieur du domaine, nous trouvons évidemment le minimum
du sous-probleme (SP2). Si celui-ci se situe a l'extérieur, nous nous arrétons a la frontiere dans la
derniere direction donnée par la recherche linéaire. Il ne s’agit certainement pas de la solution du
probléme sous contrainte mais nous allons voir dans la section 2.2 que les conditions sont réunies pour
obtenir la convergence de I'algorithme. Le vecteur py résultant de ce sous-probleme de minimisation
permet de mettre & jour le point courant zj1 = ) + pi et nous calculons un nouveau modele gx1(p)
a partir des nouvelles valeurs de f et V f au point xpy1.

Enfin, le rayon A est variable. Selon un critére donné en parametre, nous regardons si 'approxima-
tion de f par gx au nouveau point est suffisamment bonne. Nous calculons pour se faire le ratio

- f(wry1) — f(or)
pr =" (76)
ar(pr) — i (0)
Si le ratio py est considéré comme tres bon nous augmentons A dans une limite convenable. S’il est
mauvais nous diminuons A et nous nous donnons un deuxiéme critére pour juger s’il faut également
mettre a jour xy ou non.

L’algorithme 2 résume les précédentes notions énoncées.
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Algorithm 2 Algorithme de régions de confiance

procedure TR(f(), Vf(-), ®0o, A >0, e >0, N € N*, p€[1/4,1/2], n € [0, u])
A Aj2
k<0
T < X0
T < f(zk)
gk + Vf(zg)
while kK < N and ||gx| > ¢ do
pr < LS(Vf, xg, A)
by < DIFF(Vf, zk, pi) > Calcul de V2 frpy
p < (f(zx +pr) — fr)/(Phgr + 0.5p)b)
if p < p then > Mauvaise approximation : on réduit le rayon
A+ A4
else if p > 1 — p then > Tres bonne approximation : on agrandit le rayon
A + min(2A, A)
end if
if p > n then > Mise & jour du point courant si bonne approximation
Tg < T+ Dk
Jr + fzx)
gk + Vf(zg)
end if
end while
return xg
end procedure

Remarque 4 Il n’est a aucun moment nécessaire de calculer le hessien. Il existe des outils de différentia-
tions automatique qui permettent d’obtenir le produit V2 f(xy)p a partir du gradient. En effet, posons e
proche de 0. Un développement de Taylor sur le gradient donne

Vf(zk +ep) = V(i) + V2 f(xr)p + O(€|pl]*). (77)

1l suffit alors de récupérer la partie en € pour pouvoir évaluer q; en p.

Pour réaliser une recherche linéaire exacte avec BFGS et avec le gradient conjugué, nous n’avons
besoin que de ces produits hessien-vecteurs. Etant donné le bon comportement de BFGS et de CG
sur des quadratiques convexes, il va étre intéressant d’étudier l'utilisation ces deux méthodes pour la
résolution d’un sous-probléme de région de confiance.

2.2 Résolution d’un sous-probléme de région de confiance avec la méthode BFGS

Dans cette sous-section, nous cherchons & adapter la méthode BFGS a une contrainte de région de
confiance. Notons s les itérés générés par BFGS dans le sous-probleme (SP2). L’objectif ici est
d’appliquer la recherche linéaire avec la mise a jour de BFGS tant que I'on est a l'intérieur de ’ensemble
Q(A) et de trouver une stratégie pour calculer un itéré s, dans le cas ou 'on sortirait de cette
région de confiance. Considérons tout d’abord que le modele g(p) est une quadratique convexe. Avec
A=V?q=V?f(z) et g = Va(pr) = V() + V*f(2)pk

Théoreme 3 Soient dp, = —Hpgr la direction de descente définie par la méthode BFGS et ap =
_ gid

dt Ady,
avec Hy = I sur une quadratique strictement convere q. On définit

la longueur de pas optimale du sous-probleme (SP1). Nous appliquons la méthode BFGS

k—1
P = Z Sis (78)
1=0

o S = akdk.

Alors la norme ||p|| est croissante et la fonction q décroit le long du chemin formé par les itérés sy.
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Preuve de la croissance de ||p;|. D’aprés le théoreme 2, dPFES = d{¢ = —gi, + Brdy_1, avec By =
t
k o .
tgL. Comme nous effectuons une recherche linéaire exacte, stgy = 0 pour i = 0,...,k — 1. Nous
9r_19k—1
avons donc
k-1
t _ t 79
PkSk = ) SiSk (79)
i=0
k-1
= stanBBr-1--Biprdi
=0
k-1
2
= i BiBr1--Bipllds|
i=0
k-1 g p
_ kIk 2
=) oy ||d [
i=0 i

Par ailleurs ¢ est supposée strictement convexe donc o; > 0 pour i = 0,...,k. Dot pl.s; > 0. Il s’en
suit que
lpk+111? = llpx + sell® = [lpkll® + 20k s + skl > llxl*. (80)

O

Nous venons ainsi de montrer que la suite {||px||}x>1 est croissante et donc que les itérés sy s’éloignent
a chaque étape du centre de la région de confiance Q(A). Comme nous savons d’apres le théoréme 2 que
la méthode BFGS avec recherche linéaire exacte converge en au plus n itérations sur une quadratique
convexe, il y a alors deux possibilités d’arrét de l'algorithme en tenant compte de la contrainte de
région de confiance. Soit g(px) converge vers le minimum, dans le cas ou celui-ci se trouve a 'intérieur
de Q(A), soit il existe k tel que pgy1 est en dehors de la région de confiance et il faut alors trouver le
vecteur p* sur la frontiere entre py et pry1.

Décroissance de ¢. Pour un k£ € N* donné, posons la fonction A : R — R

h(0) = alps + ady) = 3 (i + adi) Alps + ady) + B (o + ). (31)
Il s’en suit que
B (o) = dj, A(pr, + ady) + b'dy, (82.a)
R (a) = di, Ady,. (82.b)
Etant donné que A > 0, h”(«) ?dO et donc h'(«) est croissante. Nous savons donc que h/(«) est
négative pour tout a < ap = — dz]jélsk

Or il se trouve que «y est la longueur de pas optimale du sous-probléme (SP1). Ainsi le chemin
constitué des itérés {dj }ren est de la forme

Clk,a) =pr+ady, keN, ael0,a, (83)
avec py, défini en (78) et en considérant py = 0.

Puisque a < oy, pour tout k, h'(a) < 0, et la quadratique ¢ décroit le long du chemin C(k, «). O
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Le résultat précédent nous indique que nous pouvons choisir, s’il existe, le point au croisement
entre C(k, ) et 2(A) comme solution approchée du sous-probleme (SP2). Nous sommes alors assurés
d’avoir fait décroitre au mieux ¢ dans la derniere direction dj donnée, tout en respectant la contrainte
de région de confiance.

Résultat 1 Supposons que le minimum atteint par q ne se situe pas dans la région de confiance Q(A).
Nous reprenons la définition (78) de py et de si. Soit r le premier entier tel que ||pr+1|| > A. Nous
savons d’apres le théoréme 8 qu’il existe T € 10, 1] tel que

Hpr + 75| = A. (84)

Tout d’abord élevons cette norme au carré. L’équation (84) se résout alors en trouvant la racine
positive de
72|lse |1 + 27prse + (o, ]|* = A?). (85)

Cette équation possede deux solutions réelles distinctes puisque (||p,||* — A?) < 0 par hypothese. Cela
est cohérent avec le fait que suivant la direction donnée par s, il est possible d’atteindre la frontiere
de Q(A) dans le sens positif et dans le sens négatif. Les deux racines nous sont données par

= P V (Phsr)? + [lse[2(A% — ipe[]?)
’ [l '

(86)

1l est clair que \/(pts,)? + [|s,]|2(A2 — [|p,]|2) > pts,. 1l existe donc une unique racine positive qui
nous est donnée par

—Phse + /(Phse)? + 15, [12(A2 — [lp, [[%)

7= . (87)
[ENIE
Comme voulu, 7 € ]0,1[. En effet, posons
h(r) = 72|s:|* + 27pysr + |lpr |12 (88)
On a alors
W(r) = 27s.|I” + 2pl.sv, (89.a)
R (1) = 2|5, (89.b)
t
Comme h”(7) > 0, nous savons que h'(7) est croissante et donc positive & partir de 7 = — Hp’"sng <0
Sr

Enfin, puisque k(1) = ||p, + s.||> > A% = h(7), et comme h est croissante & partir de 7, nous avons la
relation 7 <0 < 7 < 1.

Nous pouvons donc établir un protocole a suivre pour appliquer la méthode BFGS a un sous-
probleme de région de confiance. Tant que le minimum n’est pas atteint, nous choisissons sy et pr41
tels qu'indiqués par (78). Si ||pr+1]| > A, nous remplagons pr41 par py + 7 et arrétons la recherche
linéaire.

Remarque 5 Rien ne nous assure ici que nous avons bien trouwvé le minimum du sous probléme (SP2),
mais cela n’a que trés peu d’importance. En effet, nous cherchons en réalité a trouver la valeur mini-
male de q suivant les directions dy, données par la méthode BFGS. Puisque nous sommes assurés que p
s’éloigne du centre de Q(A), nous savons que nous nous sommes rapprochés de son minimum, comme
désiré. La convergence des méthodes de régions de confiance repose sur la condition de décroissance
suffisante, que le processus ci-dessus mous assure.
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2.3 Méthode tronquée pour des quadratiques non-convexes

Le but de notre étude est ici de généraliser la précédente recherche linéaire a la résolution de probléemes
non-convexes. Lorsque le hessien de la fonction objectif n’est plus défini positif, nous pouvons obtenir
dans certaines directions des courbures négatives. Une quadratique non-convexe, c’est a dire une
quadratique possédant des courbures négatives, n’est pas minorée et la solution du probleme sans
contrainte ne permet donc pas de se rapprocher du minimum de f lorsque nous revenons a ’algorithme
de régions de confiance. Si nous cherchons & minimiser une fonction non-convexe f via l'algorithme
de régions de confiance, nous allons alors générer des modeles quadratiques ¢ non-convexes en certains
points. L’utilisation d’une contrainte de région de confiance permet donc de borner le probleme. L’idée
est de réaliser la recherche linéaire tant que les directions générées produisent des courbures positives
puis de plonger & la frontiere de (A) dans la direction de descente donnant une courbure négative.

Etant donné que ni A ni By ne sont assurés d’étre définies positives, quatre cas de figures sont a
considérer en fonction de si la courbure est négative ou positive ou de si dy, est une direction ascendante
ou descendante. Lorsque la courbure est positive, la longueur de pas optimale (7) est positive ou
négative si dy est respectivement une direction descendante ou ascendante. Ainsi, nous sommes assurés
que s, = aidy est une direction de descente et nous n’avons rien a changer. Enfin si la courbure est
négative, nous mettons a jour oy de sorte & forcer le pas py a sortir de Q(A). Le signe de «y, est alors
fonction du signe de gjdj puisque nous cherchons & obtenir une direction de descente s;, qui vérifie
gis;, < 0. Nous avons donc

¢
gkdk -
- d; Ad 0
diAdk Sl ap Adg >
Qap = (90)
_Sgnlondi)2A g g <
lld | B

Remarque 6 Avec BFGS nous aurons toujours gidkBFGS < 0 puisque, par application du corollaire 3,

ghdBFGS = —||gi||?. C’est également vrai avec DFP puisque, d’aprés la démonstration du théoréme 2,
YPEE > 0 si yPEE > 0, or 4PFF = 1. Il s’en suit que gtdPTP = —4PFP|| g ||2 < 0. Cela n’est pas

forcément vrai avec SR1, étant donné que d’aprés (59), le signe de ’y,le peut étre négatif. Nous avons

remarqué numériquement que cette derniére méthode a tendance a trouver des directions ascendantes,
telle que gtdx > 0, avant méme de rencontrer une courbure négative. Et ceci est vrai d’autant plus
lorsque A est indéfinie. Notons tout de méme que oy, étant choisie du signe opposé a celui de g dy, sk
reste toujours une direction de descente.

Remarque 7 1l peut étre intéressant de voir oy comme étant le ratio entre la courbure calculée avec
les matrices By et la vraie courbure de la quadratique q. En effet, nous avons le résultat suivant

di, Brdy, = —dj, Be Hy.gi = —dj,gi.- (91)

Donc
9pdr  di Bidy,
A Ad,  dAdy

ap = (92)
Tout d’abord, cela nous montre que la longueur de pas optimale ay, se rapproche de 1 lorsque ’approxi-
mation de A~ par Hy, est bonne. En fait, le pas oy, fait figure de correcteur pour adapter le déplacement
calculé avec BFGS au pas de Newton (4). Il est ainsi concevable d’avoir oy < 0 lorsque la courbure
prédite et celle de la fonction objectif ne sont pas du méme signe. Si |ag| < 1, cela signifie que la
vraie courbure est plus grande que celle calculée et donc qu’il faut faire un plus petit déplacement pour
atteindre le minimum. Dans le cas contraire, si |ag| > 1, il faut réaliser un plus gros déplacement pour
atteindre le minimum étant donné que la vraie courbure est plus faible.
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2.4 Implémentation de I'algorithme

Nous avons donc implémenté 'algorithme de régions de confiance avec la recherche linéaire tronquée
décrite dans les deux sections plus haut. Il est possible d’appeler les différentes méthodes quasi-Newton
ainsi que la méthode du gradient conjugué. L’algorithme 3 fait figure de récapitulatif des différents
points abordés dans les deux précédentes sous-sections :

e Sans détection de courbure négative, la recherche linéaire s’arréte lorsque || Vq(pg)|| < € ou lorsque
llpk|l > A. Dans ce dernier cas, on calcule 7 tel que ||px + 7si|| = A. L’algorithme de régions de
confiance s’arréte quant a lui lorsque ||V f(zg)]| < e.

e La valeur de ay = —sign(gLdy)2A/||di|| nous assure d’avoir une norme plus grande que le
diametre de Q(A) et c’est en sortant de la région de confiance que 'on calcule finalement un pas
sur la frontiere.

e Nous utilisons une fonction de différentiation automatique pour calculer les produits
V2 f(xy)p que nous notons diff(V f, zx,p). Grace aux relations y, = Asy = arAdy et g1 =
Yk + gk, nous n’appelons la fonction diff qu’une seule fois par itération de la fonction LineSearch,
au moment de calculer la courbure df Adj.

e Concernant 'algorithme de régions de confiance, nous définissons deux parametres p € [1/4,1/2]
et n € [0, u[ qui nous permettent de juger de la bonne approximation de f par ¢. Le parametre
u gére le rayon de Q(A) et n nous indique si nous pouvons mettre & jour z;. Comme 1 < p,
nous pouvons juger que I'approximation n’est pas bonne et décider de réduire le rayon A mais
en conservant tout de méme la mise a jour de xy.

Algorithm 3 Recherche linéaire sous contrainte de région de confiance avec courbure négative

procedure LS(Vf, zg, € >0, N € N*)
k+0
Hk — 1
Pk < 0
gk + Vf(zo)
while ||gx|| > ¢ and k < N do
Hy, < update(sg, yx, Hk) > Laisser Hy = I a la premiére itération
dy < —Hygy
by < DIFF(V f, zo, di) > Calcul de Ady, grace au gradient
if d}ibk < 0 then > Courbure négative
ok  —sign(gldi)24/dy|
else
Q. < 7g]t€dk/d§€bk
end if
Sk akdk
Pk < Pk + Sk
if ||pk|| > A then > Sortie de la région de confiance
Pk < Pk — Sk
Calculer (87) tel que ||pg + Tsi|| = A
return py + 7sg
end if
Yk + axby > Yk = gr+1 — gk = Asp = apAdy
9k < 9k + Yk > Yk = gk+1 — 9k
k+—k+1
end while
return pg
end procedure
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3 Extension de notre étude a la méthode L-BFGS

3.1 Une méthode quasi-Newton a mémoire limitée

L’algorithme L-BFGS est une méthode quasi-Newton a mémoire limitée. Au lieu de sauvegarder une
matrice Hy, de taille n x n, I'idée est de ne conserver qu'une quantité limitée m de couples (s;,y;) afin
de reformer une approximation du produit Hygx a chaque itération. Notons

Vie =1 — pryrsh, et pr=1/y;sk. (93)
Dans [7], il est montré pour m = k et HY = Hy, que la matrice

Hy = (Vi_1.Viis) HY (Viem-.Vie1) (94)
+ Pr—m (V,ﬁfl...thferl) St—mSh o (Vi ma1--Vi1)
+ pr—mtr (Vi Vismao) Sk—ma15t—me1 (Viema2.-Vio1)
+ pk—18k—13§g—1
est exactement celle calculée par la méthode BFGS. Si nous ne conservons qu’une quantité plus faible
de couples (s;,y;), nous allons perdre de U'information nécessaire a la reconstruction de Hy mais nous

espérons avoir gardé les informations les plus conséquentes pour déterminer une direction de descente
di = —Hpgs.

En réalité, la méthode L-BFGS appliquée a une quadratique possede les mémes propriétés que les
méthodes de BFGS et du gradient conjugué.

Théoreme 4 Soit une quadratique f(x) = %xtAx + btx. Si nous effectuons une recherche linéaire
ezacte avec la méthode L-BFGS pour n’importe quel m > 1 et avec HY = 1. Si de plus sty # 0 pour
tout k. Alors les itérés di, = —Hpgy sont les mémes que ceux générés par les méthodes de BFGS et du
gradient conjugué.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence. Comme pour le théoréme 1, nous cherchons
a montrer que les itérés dj générés par l'algorithme L-BFGS sont identiques a ceux générés par le

gradient conjugué (40). Nous remarquons que pour k = 0, dy = dOCG = —go. Supposons que ’égalité

ait lieu jusqu’a un rang k > 1 et montrons qu’elle a également lieu pour lindice k + 1 si g1 # O.
Sous I'hypothese de récurence, les itérés x1, .., x54+1 de L-BFGS sont identiques a ceux générés par le
gradient conjugué. Dés lors stgi1 = 0 pour i =0, ..., k. Nous avons donc

Viges1r = (I = piyisi) grr = gry1, 0 =10, k. (95)
Nous avons également la relation gfgx, = 0 pour i =0, ...,k — 1, ce qui nous donne
Vigeir = (I = pisiyi) g1 = grrr, 0 =0,k — 1. (96)
En appliquant ces deux relations & (94), nous avons,
Hyprgi = (VEViE ) Hi 1 Gk (97)
Avec ng—&-l =1, il s’en suit que
—Hii1gk1 = —Vigra (98)
—gk+1 + prsk (G — ) 9kt

¢
Jk4+19k+1 s
z
Y Sk

= —0k+1 T

t
9r+19k+1

d
yr.d ¥

= —0gk+1+
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Or par hypothese de récurrence di = dY'“. Donc d’apres (46) et (40),

t
Ik+19k+1
TR 4SC = dgS, (99)

dr41 = —grky1 + .
digk k41

Ceci termine la preuve par récurrence. O

Remarque 8 Nous pouvons interpréter ce résultat de la maniére suivante. Dans la méthode BFGS,
seule le dernier couple (sk,yr) est utile au calcul d’une direction de descente car grice a Uutilisation de
la longueur de pas optimale oy, les éléments liés aux itérations d’avant sont orthogonaux au gradient.
C’est ainsi que la méthode BFGS, qui a premiére vue effectue beaucoup de calculs, retrouve les mémes
résultats que le gradient conjugué qui effectue des additions et des multiplications sur le gradient a
partir du dernier dp_y sauvegardé. Seulement, nous avons vu qu’en grande dimension le gradient
conjugué souffre de pertes d’orthogonalité et que les informations sur les itérations précédentes sont
en réalité bien utiles pour corriger les problémes d’arrondis.

L’algorithme 4 nous montre une fagon d’implémenter la méthode L-BFGS. Nous pouvons voir qu’il
est possible de calculer de maniere itérative le vecteur Hygy sans faire de multiplications matricielles
lourdes. La matrice HY est souvent choisie comme étant un multiple de I'identité mais il peut s’agir
d’une autre matrice symétrique définie positive, souvent diagonale, qui peut aider dans sa construction
a sauvegarder de l'information sur les précédentes itérations. Nous perdons alors la propriété de
conjugaison mais son utilisation peut permettre des améliorations si nous n’avons pas acces au calcul
de la longueur de pas optimale.

Algorithm 4 Implémentation de L-BFGS en deux boucles [7]

procedure LBFGS(gx, Ho,{:,¥i}i=k—m,...,.k—1)
T < gk
fori=k—1,k—2,....k—mdo
Qi = pisﬁq
q < q— QY
end for
T ng
fori=k—m,k—m+1,...,.k—1do
B piyir
rr+s;(a; —B)
end for
return r

end procedure

3.2 Perte d’orthogonalité des différentes méthodes

Pour comparer les différentes méthodes, nous générons aléatoirement des quadratiques convexes mal-
condition-nées sur lesquelles nous effectuons une recherche linéaire exacte.

Sur un probleme en dimension n = 400 avec un conditionnement de A de I'ordre de 10%, nous com-
parons les algorithmes du gradient conjugué (la version définie par (26)) et de BFGS avec 'algorithme
L-BFGS pour différentes valeurs de m exprimées en proportion de n. Pour m = n, L-BFGS retrouve
la terminaison quadratique tout comme BFGS. Pour m = 1, L-BFGS obtient des résultats semblables
a ceux du gradient conjugué. La figure 4 nous montre ’évolution de la norme du gradient en fonction
des itérations.

Nous avons mis en place un test numérique pour étudier la perte d’orthogonalité. Soit Py la matrice
rectangulaire de taille n x k qui contient les k premiers itérés d; normalisés. Siles {d;};>o forment une
base conjuguée, nous devrions avoir

PLAP, =1. (100)
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——  BFGS
“““““““ GC
10°F |——  LBFGS(m=1)
———  L-BFGS (m=30%)
——  L-BFGS (m=60%)
——  L-BFGS(m=70%)
L-BFGS (m = 80%)
10" | ——  L-BFGS (m=90%)
——  L-BFGS (m=95%)
......... L-BFGS (m = 100%)

L L L
0 200 400 600

Figure 4: évolution de la norme 2 du gradient pour les différentes méthodes (dimension 400). L’algorithme de BFGS
retrouve la solution en n itérations alors que les autres méthodes en font beaucoup plus (environ 300 de plus pour le
gradient conjugué). Il est intéressant de noter qu’augmenter m permet de diminuer de maniére quasi-systématique le
nombre d’itérations effectuées par L-BFGS

Comme cette matrice est symétrique, notons Uy, la matrice triangulaire strictement supérieure et Dy,
la matrice diagonale telles que
PLAP, = U}, + Dy + Uy, (101)

L’identité (100) revient & dire que Ur = 0 et Dy, = I. Une maniére de calculer la conjugaison des
itérés serait donc de vérifier que |Uk|| = 0. Une autre méthode plus efficace pour calculer la perte
d’orthogonalité [8] est de calculer la norme

| (I +Up)” " Ugll. (102)

Cette quantité vaut 0 lorsque les itérés dj, sont conjugués deux a deux et croit lorsque ’on observe une
perte d’orthogonalité entre les itérés. Nous pouvons retrouver les résultats de ces tests avec la figure 5.

——— L-BFGS (m=1)
——— L-BFGS (m=30%)
——— L-BFGS (m=60%)
——— L-BFGS (m=70%)
L-BFGS (m=80%)

——— L-BFGS (m=90%)
——— L-BFGS (m=95%)
< L-BFGS (m=100%)

1 1 1
0 200 400 600

Figure 5: évolution de la perte d’orthogonalité mesurée avec ||(U + I)~'U| (dimension 400). Hormis BFGS et L-BFGS
avec m = n, chaque méthode perd to6t ou tard la conjuguaison entre les itérés. Notamment dés lors que k > m

Une remarque importante est qu’il faut augmenter m de maniére conséquente pour obtenir de
réelles améliorations concernant la perte d’orthogonalité. Cependant, il est intéressant de comparer le
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nombre d’itérations au temps de calcul nécessaire et a ’espace mémoire utilisé. Il existe certainement
un meilleur des mondes entre BFGS, qui converge en n itérations mais qui requiere des calculs cotiteux,
et le gradient conjugué, qui effectue des calculs moins cotliteux mais plus nombreux.

Enfin, il est utile de noter avec la figure 6 que les principaux efforts pour faire diminuer la valeur
de f ont été réalisés dans les premieres itérations. Cela semble nous indiquer qu’il peut étre efficace
dans un algorithme de régions de confiance d’utiliser peu de stockage ; étant donné que la frontiere
de la région de confiance se rencontre souvent en nettement moins de n itérations. Avec un rayon A
suffisamment petit, il n’y aurait pas eu de grande différence a utiliser L-BFGS plutot que L-BFGS.

BFGS

Gc

L-BFGS (m=1)

——— L-BFGS (m = 30%)
L-BFGS (m = 60%)

L-BFGS (m = 70%)

L-BFGS (m = 80%)
( )
(
(

L-BFGS (m = 90%
L-BFGS (m = 95%)
L-BFGS (m = 100%)

-20 -

0 200 400 600

Figure 6: évolution de f(z)) pour les différentes méthodes (dimension 400)

3.3 Mise a I’échelle

Pour diminuer la perte d’orthogonalité & cause du mauvais conditionnement du probleme, une idée
présentée dans [4] est de modifier la matrice H,g a chaque itération en tenant compte des informations
données précédemment. La technique est appelée scaling ou encore mise a ’échelle et consiste a obtenir
une meilleure approximation de la hessienne en comparaison de celle obtenue lorsque H? = I.

Théoreme 5 Soit une quadratique f(x) = %xtAx + btz. Si nous effectuons une recherche linéaire
ezacte avec la méthode L-BFGS pour n’importe quel m > 1 et avec HY = 81, 8 # 0. Si de plus
yk sk # 0 pour tout k. Alors les itérés sy, sont identiques a ceux générés par les méthodes de BFGS et
du gradient conjugué.

Démonstration. Nous faisons le méme raisonnement par récurrence que pour démontrer le théoreme 4.
Avec les mémes hypotheses de récurrence nous retrouvons (97). Puisque HY = 4,1,

di = —Hg119k41 = =0k Vi g1 (103)
t
Jrr19k+1
= 0 <—9k+1 + W%)
ykdk
= 0pdfC).

Etant donné que d; # 0, di et dC sont colinéaires. Il s’en suit que la méthode L — BFGS avec HY =
01 retrouve le méme itéré sgy1 que la méthode du gradient conjugué, ce qui établie la récurrence. [J

Nous savons donc que nous préservons la terminaison quadratique avec n’importe quel d; # 0 et
ce pour tout m. Toute la question est & présent de trouver pour quelles valeurs de & la méthode
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L-BFGS se comporte le mieux face a des problemes mal-conditionnés. Dans la section suivante nous
n’utiliserons qu’une méthode de mise a 1’échelle qui nous est donnée par le résultat suivant

Théoreme 6 ([4], propriété P;) La solution du probléme

mgm{mmM—HM, (104)
5>0 H
S.C. Hyk = Sk,
nous est donnée par
b = Uik (105)
k= .
YV

Appliquée o une quadratique strictement convexe (ou tant que la courbure de la quadratique n’est pas
négative ou nulle), yisp = sk Asy > 0 et donc o > 0.

Ce facteur de mise a I’échelle est couramment utilisé et produit des résultats relativement bons. 1l
est entre autre implémenté dans le package LinearOperators de Julia que nous allons utiliser dans la
section suivante.

3.4 Recherche d’'un compromis entre le gradient conjugué et la méthode BFGS

La méthode L-BFGS permet a premiere vue d’obtenir un bon compromis entre la méthode du gradient
conjugué et la méthode BFGS en termes de temps de calcul et en termes d’espace mémoire utilisé.
Nous effectuons dans cette section des tests numériques pour évaluer certaines stratégies afin de trouver
le meilleur compromis possible. La premiere idée est de regarder ce qu’il se passe pour différents m
constants. Pour ce faire, nous testons notre algorithme avec m € {1, 3, 5,10, 100, 1000}.

En observant la figure 4, nous nous rendons compte que L-BFGS peine a faire diminuer le gradient
aux toutes dernieres itérations seulement. Dans un algorithme de régions de confiance, il peut donc
étre intéressant d’utiliser une petite mémoire tant que 'on va toucher la frontiere de la région Q(A)
rapidement. C’est ensuite que l'on va avoir besoin d’augmenter la mémoire m, lorsque le minimum
du sous-probleme (SP2) est a I'intérieur de 2(A) et donc que 'on cherche le zéro du gradient. Nous
proposons ainsi une deuxieéme stratégie. Nous rentrons en parametre un critére de précision £ > 0. Si
IV f(xk)|| < & nous espérons étre proches de la solution et nous appelons alors L-BFGS avec pleine
mémoire (nous prenons m = n en supposant que cela assure toujours la terminaison quadratique).

Enfin, nous testons le scaling comme présenté a la section précédente. Ceci nous donne une troisieme
stratégie faisant intervenir L-BFGS.

L’algorithme de régions de confiance avec L-BFGS a mémoire variable et avec scaling est implémenté
sur la base du code trunk.jl du package JSOSolvers de Julia. Nous remplagon ’appel de la fonction
cg(+) par celui d’une nouvelle fonction ibfgsTrunk(-) faisant appel cette fois-ci aux fonctions de lbfgs.jl
du package LinearOperators. La nouvelle fonction possede les mémes parametres que cg(-) en plus
de deux options permettant d’obtenir les trois stratégies présentées : m constant, m = n lorsque
IV f(xr)| <&, et la mise a I’échelle. Nous comparons enfin LBFGS avec CG dont deux versions sont
comparées. Le coefficient 5y fait référence a (40) tandis que S fait référence & (26). C’est la version
de (40) qui est initialement implémentée avec cg.jl.

Nous réalisons nos tests sur cinq fonctions non-quadratiques en dimension 1000 (voir les fonctions
en Annexes B. Les résultats des différents tests sont présentés en Annexes A.

Notons qu’il est difficile de comparer les différents parametres grace au temps de ’exécution. Ceux-
ci sont relativement proches et le temps est trop variable pour pouvoir dire qu’en général une telle
méthode est plus rapide qu’une autre. Lorsque les temps sont trés proches (4 moins de 4 secondes
pres), il va étre intéressant de regarder le nombre d’itérations externes (iter) correspondant au nombre
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d’itérations dans 'algorithme de régions de confiance. Les nombres d’évaluations de la fonction objectif
et de son gradient (neval_obj et neval_grad) sont directement liés & ce nombre d’itérations. Le nombre
d’évaluations des produits hessien-vecteur (neval_hprod) est quant a lui relié aux opérations internes
effectuée dans la résolution des sous-probléemes de régions de confiance avec CG et LBFGS.

Nous pouvons observer dans un premier temps que les deux versions du gradient conjugué n’ont
pas les mémes performances. La version de CG avec 81 se comporte généralement mieux, méme si sur
sparsine c’est la version avec 2 qui s’en sort le mieux.

Concernant L-BFGS, augmenter m permet généralement de faire diminuer neval_hprod mais fait
augmenter le temps de calcul. Avec m = 3, I'utilisaton de L-BFGS semble intéressante par rapport &
celle du gradient conjugué. Pour des temps comparables a ceux du gradient conjugué, nous calculons
moins de produits hessien-vecteur sur les problemes sparsine, broydn7d et woods (une vingtaine
de moins) mais nous en calculons environ 150 de plus sur le probleme nondquar. Comme observé
dans la précédente section, il faut augmenter m tres largement pour avoir de nettes améliorations.
Avec m = 10, les résultats sont relativement proches de ceux réalisés avec m = 3. L’utilisation de
valeurs plus grande de m entraine des temps d’exécution trop long. Enfin augmenter m ne fait pas
systématiquement baisser hAprod. Prenons ’exemple de nondquar ou 'utilisation de m = 1 permet
d’avoir 100 hprod de moins qu’avec m = 3. Cela vient sans doutes du fait que les régions de confiance
générées n’ont pas été les mémes a un moment donné et il est donc difficile de comparer le nombre de
hprod en fonction de m.

Nous pouvons remarquer qu’en rajoutant le scaling, les résultats sont parfois meilleurs et parfois
pires. Avec m = 1, on calcule 200 hprod de moins sur nondquar grace au scaling alors qu’on en effectue
400 de plus sur broydnT7d.

Enfin, l'utilisation de £ choisi arbitrairement & 0.5 donne des résultats intéressants. Avec m = 1 on
calcule moins de hprod sur sparsine, broydn7d, nondquar et fletchcr que sans le parametre £. Cepen-
dant le temps d’exécution peut étre plus conséquent : deux fois plus sur fletchcr. La pleine mémoire
de L-BFGS est peut-étre enclenchée trop tot. Une piste d’amélioration serait d’avoir une régle de
décision moins arbitraire pour activer la pleine mémoire, en ayant une estimation du conditionnement
des sous-problemes quadratiques par exemple.

Conclusion

Dans ce cahier, nous avons présenté les méthodes de la classe de Broyden et leur application pour la
résolution des sous-problemes quadratiques dans un algorithme de régions de confiance. Nous avons
en particulier concentré notre étude sur la méthode BFGS, ce qui nous a mené a étudier sa version
a mémoire limitée, la méthode L-BFGS. Le fil conducteur de ce projet a été de démontrer qu’avec
une recherche linéaire exacte, et sous certaines conditions additionnelles, toutes les méthodes étudiées
produisent les mémes itérés que la méthode du gradient conjugué. A ce propos, les démonstrations
réalisées sont & notre connaissance originales et 1'identité (32) obtenue dans le théoréme 1 semble
inédite.

Le second point de notre étude aura été de montrer numériquement que les résultats des différentes
méthodes different lorsque les sous-problémes sont mal-conditionnés. La méthode BFGS fait preuve
d’une bonne résistance au mauvais conditionnement mais réalise des calculs plus longs que ceux réalisés
par le gradient conjugué ou la méthode L-BFGS a faible mémoire. Nous avons réalisé des tests
numériques pour trouver un juste milieu entre la méthode du gradient conjugué et la méthode BFGS.
Pour ce faire, nous avons présenté trois stratégies a adapter sur la méthode L-BFGS avec recherche
linéaire exacte :

e Trouver une mémoire constante permettant d’obtenir les performances désirées.
e Augmenter la mémoire lorsque que le gradient est relativement proche de zéro.

e Calculer un facteur de mise a 1’échelle a chaque itération.



Les Cahiers du GERAD

G-2019-64

Nous aurions souhaité pouvoir étudier d’autres stratégies comme celle d’augmenter la mémoire par
étape. Nous aurions également désiré trouver d’autres critéres pour augmenter cette mémoire comme

I’estimation du conditionnement du sous-probleme.

Globalement, il est difficile d’estimer quelle stratégie est la meilleure.
conclure que 'utilisation d’une mémoire assez faible (m entre 5 et 10) permet de diminuer le nombre
d’évaluations des produits hessien-vecteur pour des temps comparables a ceux du gradient conjugué.

Nous pouvons toutefois

Utiliser des mémoires plus importantes n’est pas envisageable en trés grande dimension.

Annexes
A - Tableaux
Table 1: CG avec 5;
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval grad neval_hprod
fletchcer first_order 3.9e—16 1.6e4+01 470 471 467 6450
nondquar  first_order 1.7e—05 1.1e+00 54 55 49 644
woods first_order 1.0e+00 9.6e—01 48 49 42 265
broydn7d  first_order 1.0e402 9.7e+00 81 82 79 1976
sparsine first_order 2.6e—11 3.2e+401 53 54 46 7419
Table 2: CG avec S3
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 1.7e401 470 471 467 6455
nondquar  first_order 1.6e—05 1.3e+00 63 64 57 712
woods first_order 1.0e+00 9.5e—01 52 53 45 287
broydn7d  first_order 8.4e+01 1.2e401 95 96 93 2142
sparsine first_order 4.8e—11 3.3e+01 53 54 46 7407
Table 3: m =1
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 2.6e+01 470 471 467 6453
nondquar  first_order 1.0e—05 1.9e+4-00 64 65 58 795
woods first_order 1.0e4-00 1.2e4-00 52 53 44 288
broydn7d  first_order 1.0e4-02 1.1e4-01 80 81 79 1626
sparsine first_order 3.5e—11 3.4e+01 53 54 46 7440
Table 4: m =3
name status  objective elapsed_time iter neval-obj neval.grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 2.3e4+01 470 471 467 6454
nondquar  first_order 8.9e—06 2.0e+00 74 75 67 899
woods first_order 1.0e4-00 1.0e+4-00 46 47 40 257
broydn7d  first_order 1.0e+02 1.2e+01 84 85 81 1935
sparsine first_order 3.4e—11 3.2e+01 53 54 46 7407
Table 5: m =5
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 2.1e+01 470 471 467 6456
nondquar  first_order 1.1e—05 2.0e4-00 59 60 54 727
woods first_order 1.0e4-00 1.1e4-00 46 47 40 257
broydn7d  first_order 8.4e+01 1.5e4-01 82 83 80 1883
sparsine first_order 4.1e—11 3.4e+01 53 54 46 7390
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Table 6: m = 10

name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval.grad neval hprod
fletcher first_order 3.9e—16 2.1e+01 470 471 467 6457
nondquar  first_order 8.4e—06 2.2e+4-00 68 69 62 892
woods first_order 1.0e+00 1.6e+00 46 47 40 257
broydn7d  first_order 8.4e+4-01 1.1e+01 89 90 85 1784
sparsine first_order 5.3e—11 3.5e+01 53 54 46 7308

Table 7: m = 100

name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 2.8e+01 470 471 467 6459
nondquar  first_order 1.3e—05 1.3e+00 53 54 49 625
woods first_order 1.0e4-00 1.0e4-00 46 47 40 257
broydn7d  first_order 8.4e+01 1.1e4-01 89 90 85 1742
sparsine first_order 4.8e—10 4.5e+01 53 54 46 6730

Table 8: m = 1000

name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval.grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 7.0e+01 470 471 467 5915
nondquar  first_order 1.3e—05 2.1e+00 53 54 49 625
woods first_order 1.0e+4-00 1.8e+4-00 46 47 40 257
broydn7d  first_order 8.4e+401 1.6e+01 89 90 85 1714
sparsine first_order 3.1e—09 5.0e+01 53 54 46 4705

Table 9: m=1et {=0.5

name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval grad neval_hprod
fletchcer first_order 3.9e—16 3.5e+01 470 471 467 6181
nondquar  first_order 1.1e—05 2.4e+00 58 59 53 690
woods first_order 1.0e4-00 2.1e4+-00 50 51 43 289
broydn7d  first_order 1.0e+02 1.1e+01 80 81 79 1596
sparsine first_order 5.4e—11 4.0e+01 53 54 46 6809

Table 10: m =3 et £ =0.5

name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 3.5e4+01 470 471 467 6181
nondquar first_order 1.2e—05 2.4e+00 55 56 51 653
woods first_order 1.0e+00 2.1e+00 46 47 40 257
broydn7d  first_order 1.0e+02 1.3e+01 84 85 81 1882
sparsine first_order 5.8e—11 3.8e+01 53 54 46 6786

Table 11: m=5et £ =0.5

name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 4.4e4+01 470 471 467 6182
nondquar  first_order 1.4e—05 2.0e+-00 48 49 44 576
woods first_order 1.0e4-00 2.2e+00 46 47 40 257
broydn7d  first_order 8.4e+4-01 1.6e+4-01 82 83 80 1809
sparsine first_order 5.3e—11 4.1e+01 53 54 46 6782

Table 12: m =10 et £ = 0.5

name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 4.0e+01 470 471 467 6183
nondquar  first_order 1.3e—05 1.9e+00 53 54 49 625
woods first_order 1.0e+00 2.2e+00 46 47 40 257
broydn7d  first_order 8.4e+01 1.3e4-01 89 90 85 1734

sparsine first_order 6.6e—11 4.6e+01 53 54 46 6704
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Table 13: m =100 et £ = 0.5

name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 4.6e+01 470 471 467 6184
nondquar  first_order 1.3e—05 2.0e+-00 53 54 49 625
woods first_order 1.0e4-00 1.4e4-00 46 47 40 257
broydn7d  first_order 8.4e+4-01 1.3e+01 89 90 85 1733
sparsine first_order 4.7e—10 4.9e+01 53 54 46 6134
Table 14: m = 1 avec scaling
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 2.4e+01 470 471 467 6453
nondquar  first_order 2.5e—05 1.5e4-00 52 53 47 575
woods first_order 1.0e+00 1.4e+00 53 54 45 288
broydn7d  first_order 1.2e4-02 1.3e4-01 87 88 83 2029
sparsine first_order 3.1e—11 4.1e+01 53 54 46 7422
Table 15: m = 3 et scaling
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval.grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 2.7e4+01 470 471 467 6451
nondquar  first_order 1.1e—05 2.2e+00 60 61 55 776
woods first_order 1.0e+00 1.3e+00 54 55 47 296
broydn7d  first_order 8.4e+01 1.3e401 82 83 81 1959
sparsine first_order 4.6e—11 4.2e+01 53 54 46 7384
Table 16: m = 5 et scaling
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 3.0e+01 470 471 467 6456
nondquar  first_order 1.8e—05 2.4e+00 59 60 53 655
woods first_order 1.0e+00 1.7e+00 54 55 47 296
broydn7d  first_order 8.4e+401 9.5e+4-00 80 81 78 1358
sparsine first_order 4.7e—11 4.2e+01 53 54 46 7387
Table 17: m = 10 et scaling
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 2.6e+01 470 471 467 6451
nondquar first_order 1.2e—05 1.7e+00 51 52 48 598
woods first_order 1.0e4-00 1.3e4-00 54 55 47 296
broydn7d  first_order 1.0e+02 1.2e+01 87 88 83 1793
sparsine first_order 6.3e—10 4.3e+01 53 54 46 7040
Table 18: m = 100 et scaling
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 3.9e+01 470 471 467 6566
nondquar  first_order 2.0e—05 1.6e+00 49 50 45 535
woods first_order 1.0e4-00 1.5e4-00 54 55 47 296
broydn7d  first_order 1.0e+02 1.5e+01 87 88 83 1762
sparsine first_order 8.1le—11 5.3e+01 53 54 46 6698
Table 19: m = 1000 et scaling
name status  objective elapsed_time iter neval.obj neval_grad neval_hprod
fletcher first_order 3.9e—16 6.3e+01 470 471 467 5915
nondquar  first_order 2.0e—05 2.0e+00 49 50 45 535
woods first_order 1.0e+00 1.8e+00 54 55 47 296
broydn7d  first_order 1.0e4-02 1.4e4-01 87 88 83 1746
sparsine first_order 3.1e—09 4.9e+01 53 54 46 4705
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B - Fonctions tests

fletcher : »
f@) =100 (zip1 — 2 +1— =%
i=1
nondquar : 2
n(@) = (@ - x2)2 + (Tn1 - xn)Z + nz: (x; + 241 + xn>4
i=1
woods :

5]

w(x) =1+ Z (100 (1'42'_2 — xii_:;)z + (1 — IL’41'_3)2 + 90 (CE4¢ — .Zii_l)Q + (1 - 3’]41'_1)2

i=1
+10 (x4i_2 + X4 — 2)2 +0.1 (1’41‘—2 - xii)2)
broydn7d :
n—1
b(z) :=|1 -2z + (3 — x1/2)x1|7/3 + Z [1—2;01 —2xi41 + (3 — xi/2)xi\7/3
=2
n/2
+1l—2p1+ (33— xn/Q)xn|7/3 + Z |$Z + $i+n/2‘7/3
i=1

sparsine :
Lo/, . . .
S(J?) = § Z (Z Sln(xi) + Sln(x(Zifl)modnJrl) + Sln(x(?)ifl)modnJrl) + Sln(x(Sifl)modnJrl)

+8i0(T (7i—1)modn+1) + Sin2(x(1li—1)modn+l)>
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